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非可換岩澤理論について

深 谷 太香子

代数体の ideal類群と zeta関数は各々数論において非常に重要な研究対象である．しかしながら
ideal類群は代数的，zeta関数は解析的な存在で，両者はかけ離れており，その定義からは相互に関係
があることをうかがい知ることはできない．岩澤健吉氏により創始された岩澤理論では，‘代数体の p

進 Galois拡大体の塔について，Galois群の作用も込めて統一的に’ 両者の関係を p進的に研究する．
この岩澤理論における代数側と解析側の関係は，その後の発展の中で，楕円曲線やmotiveの Selmer

群 (代数側) と楕円曲線やmotive各々の zeta関数 (解析側) の間の p進的な関係について (Galois群
の作用も込めて) の研究へと一般化されている．これまでは主に円分拡大の場合のように，Galois群
が p進整数の加法群 Zp や乗法群Z×

p に同型なもの等，可換群である場合を考察する研究が行われて
きた．非可換岩澤理論とは，このGalois群を可換とは限らない p進群の場合に一般化して考察を行う
理論である．まずは基本となるGalois群が可換な場合の ‘可換岩澤理論’ について簡単に振り返って
から，近年進展している非可換岩澤理論について述べていく．岩澤理論と呼ばれる研究の中には，代
数側 (ideal類群等) の性質を詳細に調べることに焦点のあるものも多くある．(実際，岩澤理論は岩澤
氏による，代数側の対象である ideal類群自体の研究に起りがある．) しかしここでは代数側と解析側
の関係－－－これが岩澤主予想である－－－を中心に述べさせて頂く．図式で言えば次の通りである：p進
Galois拡大 F∞/F に対し，

代数側 p進的な関係 解析側

F∞ の ideal類群 ⇐⇒ Galois拡大 F∞/F に伴う p進 zeta関数，

楕円曲線等の F∞ 上の Selmer群 ⇐⇒ 楕円曲線等の F∞/F に伴う p進 zeta関数．

本稿作成時に，御意見，御指導を下さいました栗原将人先生に深く感謝申し上げます．
本稿では常に pは素数を表すものとする．そして簡単のため p = 2 と仮定する．また諸先生に対し

失礼ではあるが本文中は敬称を略させて頂く．

1 可換な岩澤理論
1.1 ideal類群に対する岩澤主予想
有限次代数体 (有理数体Qの有限次拡大体) F の ideal類群 Cl(F ) とは

Cl(F ) =
F の 0でない分数 idealたちのなす乗法群

{(a) = aOF | a ∈ F×}

= Coker(F× →
⊕
v

Z ; a �→ (ordv(a))v)

(OF は F の整数環，vは F の有限素点全体を走り，ordv は vによる正規化された加法付値) により定
義される可換群であり，有限群となることが知られている．定義より Cl(F ) = 1⇔ OF が単項 ideal
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整域，であり，Cl(F ) は単項 idealからどのくらい離れた idealが F に存在するか，つまり F で素因
数分解ができない度合いを表す非常に重要な群である．この ideal類群が ‘ideal類群に対する岩澤主
予想’ において考察する代数側の対象である．Cl(F ) は代数体 F によって複雑に異なり，F と Cl(F )

の対応の様子に規則を見出すことは困難である．後に行う一般化についての説明に備え，Cl(F ) の位
数が pベキである元全体からなる部分群 AF を，Galois cohomologyを用いて表しておく：

AF = Ker (
H1(F, μp∞)

O×
F ⊗Z Qp/Zp

→
∏
v

H1(Fv, μp∞)

O×
Fv
⊗Z Qp/Zp

). (1.1)

但しここで μp∞ は F の代数閉包に含まれる 1の pベキ根たち全体のなす乗法群，vは F の有限素点
全体を走り，Fv は F の vによる完備化である．
ここで岩澤 [18] に従い，岩澤主予想の思想の背後にあると思われる関数体の理論との類似につい

て述べておく．有限次代数体と一変数関数体，特に有限体上の一変数関数体の間には多くの類似が存
在し，その類似を辿ることにより様々な理論が展開されてきたことは広く知られている．体 k上の一
変数関数体K の因子類群 Cl(K) は，代数体に対しての ideal類群と同様にして，K に対し定義され
る可換群である (Coker(K× →

⊕
w Z ; a �→ (ordw(a))w), wはK の素点全体を走る)．Cl0(K) を

Cl(K) の次数 0の因子類たち全体のなす部分群とすると，kが有限体であるとき，Cl0(K) は有限群と
なりK 毎に微妙に変化する．これは代数体 F の ideal類群 Cl(F ) が有限群で，F 毎に微妙に変化す
ることと類似している．一方，kが pと異なる標数を持つ代数閉体であるとき，Cl0(K) の位数 pベキ
の元全体からなる部分群は，K を関数体とする完備非特異代数曲線の種数を gとおくと，(Qp/Zp)

2g

に同型となり非常に簡明な形をしている．更に kが標数 = p の有限体であるとき，関数体K の因子
類群とK の zeta関数の関係が次のように与えられる．まず K ⊗k k (kは kの代数閉包) にはGalois

群 Gal(k/k) が作用し，従って Gal(k/k) は Cl0(K ⊗k k) やその pベキ部分群 � (Qp/Zp)
2g に作

用する．Gal(k/k) の位相的生成元を与える Frobenius写像 (�k乗写像) は Cl0(K ⊗k k) の pベキ部
分群への自己同型写像をもたらす．これを Zp 上の 2g 次の正方行列で表すと，その固有多項式がK

の zeta関数 (の主要部) となることをWeil ([47]) が証明した．このようにK の因子類群と zeta関
数が，Galois群の因子類群への作用を介して結びついている．ここで Cl0(K) の形の簡明さや zeta

関数との関わりにおいて鍵となるのは ‘係数体の代数閉包を考える’ ことであり，係数体が有限体であ
るとき，この代数閉包は，1のベキ根全てを添加することにより得られる．
岩澤理論では素数 pを固定して議論をする．固定した pについて，有限体上の一変数関数体の場合
に係数体の代数閉包をとることの類似として，代数体 F に 1の pベキ根全てを添加する．すると，岩
澤 [18] にあるように，様々なことが見えてくる．岩澤はまず lim−→n

AF (μpn ) (μpn は 1の pn 乗根
全体のなす群) がわかりやすい形となることを示した ([17])．この結果を得る上で lim−→n

AF (μpn ) に
Galois群 Gμp∞ = Gal(F (μp∞)/F ) (F (μp∞) = ∪nF (μpn)) が作用しているということが非常に重
要であり，それにより途中の体における AF (μpn ) (n >> 0 のとき) をほぼ知ることもできるのである
(これらの結果に伴って μ, λ等の ‘岩澤不変量’ が定義される．これについては堀江 [15] 等にある)．
更に ideal類群 (代数側) と zeta関数 (解析側) の関係について，次に述べる岩澤主予想が生まれた

([19])．岩澤主予想では lim−→n
AF (μpn ) の Pontrjagin双対：

X(F (μp∞)) = Homcont( lim−→n
AF (μpn ), (Qp/Zp)(1)),
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やその商 (下の (1.2)) を代数的対象として考察する．ここに (Qp/Zp)(1) は Qp/Zp のTateひねりで
ある．次に岩澤主予想の定式化に必要な X(F (μp∞)) に対応する不変量について述べる．X(F (μp∞))

にGμp∞ が連続に作用することより，X(F (μp∞)) は Zp[[Gμp∞ ]] = lim←−n
Zp[Gal(F (μpn)/F )] 上の

加群とみなすことができる．岩澤は X(F (μp∞)) が Zp[[Gμp∞ ]] 上の有限生成ねじれ加群であること
を示した ([20])．(上述の lim−→n

AF (μpn ) がわかりやすい形になるという結果はこの X(F (μp∞)) に
ついての研究より得られる．) ここで Γ = Gal(F (μp∞)/F (μp)) とおくと Γ � Zp であることから
同型 Zp[[Γ]] � Zp[[T ]] が得られる．従って Zp[[Gμp∞ ]] は一変数形式ベキ級数環 Zp[[T ]] の有限個
([F (μp) : F ] 個) の直積と同型になる．Rを Zp[[T ]] の有限個の直積に同型な環とするとき，R上有
限生成なねじれ加群M は，ある ⊕m

i=1R/(ri) (ri は Rの非零因子，m <∞) と，R加群として，有
限の核，余核の差を除いて同型であることが知られている．この事実を用いて，加群M の特性 ideal

が Rの idealとして，CharR(M) = (
∏m

i=1 ri) と定義される．Zp[[Gμp∞ ]]+ = Zp[[Gμp∞ ]]/(ι− 1)

(ι ∈ Gμp∞ は複素共役) とすると，Zp[[Gμp∞ ]]+ も Zp[[T ]] の有限個の直積である．そこで

X(F (μp∞))+ := Zp[[Gμp∞ ]]+ ⊗Zp[[Gμp∞ ]] X(F (μp∞))

= Homcont( lim−→n
(AF (μpn ))

−, (Qp/Zp)(1)),
(1.2)

((AF (μpn ))
− は ι ∈ Gμp∞ が −1 倍で作用する元全体からなる部分群) と定めると，X(F (μp∞))+

は有限生成ねじれ Zp[[Gμp∞ ]]+ 加群となり，CharZp[[Gμp∞ ]]+(X(F (μp∞))+) が定まる．
もう一方の解析側の存在，zeta関数は，この p進の世界に次のように現れる．F を総実体とする
と，F の Dedekind zeta関数や Hecke L関数の特殊値を p進的に補間する p進的な解析関数 Lp,F

が，Zp[[Gμp∞ ]]+ の全商環 Q(Zp[[Gμp∞ ]]+) の元として存在することを，F = Q のときに久保田–

Leopoldt [29] が，一般ではDeligne–Ribet [ 8 ] や Cassou-Noguès [ 5 ] が示した．この Lp,F を F の
p進 zeta関数と呼ぶ．より正確に述べると，aをGμp∞ の元を 1に移す環準同型 Zp[[Gμp∞ ]]+→Zp

の核を生成する元とすると，a ·Lp,F ∈ Zp[[Gμp∞ ]]+ が成り立ち，偶数 r > 0 について円分指標 κの
r乗 κr : Gμp∞ →Z×

p と有限指標 χ : Gμp∞ � Gal((F (μp∞)∩R)/F )� Gal((F (μpn)∩R)/F )→
O×

M ([M : Qp] < ∞) により導かれる写像 κrχ : a−1 · Zp[[Gμp∞ ]]+ → M での Lp,F ∈ a−1 ·
Zp[[Gμp∞ ]]+ の像 Lp,F (κ

rχ) ∈ M が L{(p)}(1 − r, F (μpn)+/F, χ) となることで Lp,F ∈
Q(Zp[[Gμp∞ ]]+) は特徴付けられる (F (μpn)+ = F (μpn) ∩R，L{(p)}(s, F (μpn)+/F, χ) は複素
Hecke L関数から pでの Euler成分を除いて得られる関数)．
上述の ideal類群 (代数側) と p進 zeta関数 (解析側) を関係づけるのが，次に述べる岩澤主予想で

ある ([19])．
定理 1.1.1 (岩澤主予想) F を総実体とする．このとき Zp[[Gμp∞ ]]+ の idealとして次の等式が

成り立つ：

CharZp[[Gμp∞ ]]+(X(F (μp∞))+) = Lp,F · CharZp[[Gμp∞ ]]+(Zp).

この岩澤主予想は，F = Q のときはMazur–Wiles [38] により，総実体一般のときはWiles [48]

により証明された．
関数体の場合，係数体のGalois拡大に伴うGalois群の位相的生成元が因子類群へ作用し，この作用を

表すZp上の正方行列の固有多項式として，zeta関数が得られていた．代数体の場合も，lim−→n
AF (μpn )
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に対する Gal(F (μp∞)/F ) の位相的生成元の作用を Zp 上の正方行列で表すと，この行列の固有多項
式を用いて，(‘μ = 0’ という条件が満たされるとき) CharZp[[Gμp∞ ]]+(X(F (μp∞))+) は表される．
従って定理 1.1.1 (岩澤主予想) は，p進 zeta関数 Lp,F が，Galois群の位相的生成元の lim−→n

AF (μpn )

への作用を表す行列の固有多項式により表される，ということを示しており，不思議なことに関数体
の場合に非常によく似ている．
この岩澤理論，岩澤主予想はその後様々な方向への一般化が試みられてきた．ここで多くを述べる
ことは紙数の関係および筆者の非力によりできないが，‘可換岩澤理論’ における，楕円曲線への一般
化について，次に振り返る．
1.2 楕円曲線の岩澤主予想
楕円曲線の岩澤理論はMazur ([35]) により研究が始められた．楕円曲線の岩澤理論では，まず代

数的な対象として，Selmer群と呼ばれる群を考察する．有限次代数体 F と F 上定義された楕円曲線
E に対し，Selmer群 Selp(E/F ) を

Selp(E/F ) = Ker (H1(F,Ep∞)→
∏
v

H1(Fv, Ep∞)

E(Fv)⊗Z Qp/Zp
) (1.3)

(Ep∞ は E の p ベキ分点全体からなる Gal(F/F ) 加群，v は F の素点全体を走る) と定める．
Selp(E/F ) は完全系列

0 −→ E(F )⊗Z Qp/Zp −→ Selp(E/F ) −→X(E/F )p∞ −→ 0

を満たす．ここに X(E/F )p∞ は Tate–Shafarevich群 (の pベキ部分群) と呼ばれるねじれ可換群
で，有限群であると予想されている．従って Selp(E/F ) は，E の F 有理点全体のなす有限生成可換
群 E(F ) に ⊗ZQp/Zp したもの，に非常に近いねじれ可換群であるが，岩澤理論には E(F ) の方
ではなく，Selp(E/F ) を用いることが適している．このことは，Selp(E/F ) の定義 (1.3) と ideal

類群の定義 (1.1) が類似していることからもうかがわれる．以下Q上で定義された楕円曲線 E で，
pにおいて good ordinary reductionを持つものを考える．楕円曲線の岩澤主予想では Selmer群の
Pontrjagin双対：

X(E/Q(μp∞)) = Homcont( lim−→n
Selp(E/Q(μpn)), Qp/Zp) (1.4)

を代数側の対象として考察する．X(E/Q(μp∞)) には Zp[[Gμp∞ ]] (Gμp∞ = Gal(Q(μp∞)/Q)) が作
用するが，この作用により X(E/Q(μp∞)) が有限生成ねじれ Zp[[Gμp∞ ]] 加群となることを，E が
虚数乗法を持つときは Rubinが ([42])，一般の場合は加藤が示した ([24])．従って 1.1における議論
により，特性 ideal CharZp[[Gμp∞ ]](X(E/Q(μp∞))) が定義される．
一方解析側には，E/Q が pで good ordinary reductionを持つとき，次のように特徴づけられる p

進正則関数 Lp(E) ∈ Zp[[Gμp∞ ]][1/p] が存在する．特徴づけは，有限指標 χ : Gμp∞ → O×
M ([M :

Qp] <∞) に伴う環準同型 Zp[[Gμp∞ ]][1/p]→M による Lp(E) ∈ Zp[[Gμp∞ ]][1/p] の像が，楕円
曲線の χでひねられた複素 L関数の特殊値 L(E,χ, 1) を E の周期等で表される量で割る等して少し
補正したものと一致する，という性質で与えられる ([36], [37])．この Lp(E) を E の p進 zeta関数
と呼ぶ．

28



非可換岩澤理論について 285

Mazur ([35]) により与えられた，楕円曲線の場合に Selmer群 (代数側) と p進 zeta関数 (解析側)

を結びつける岩澤主予想は次の通りである．
予想 1.2.1 (楕円曲線の場合の岩澤主予想) Zp[[Gμp∞ ]] の idealとしての次の等式が成り立つ：

CharZp[[Gμp∞ ]](X(E/Q(μp∞))) = Lp(E) ·Zp[[Gμp∞ ]]. (1.5)

上で Lp(E) は Zp[[Gμp∞ ]][1/p] に属すると述べたが，予想 1.2.1は Lp(E) ∈ Zp[[Gμp∞ ]] である
ことをも主張しているのである．
この予想は，Eが虚数乗法を持つとき，Rubinにより示された ([42])．虚数乗法を持たないときは，

CharZp[[Gμp∞ ]](X(E/Q(μp∞))) | (Lp(E)) (1.6)

が小さな条件の下，加藤により示されている ([24])．(1.6) の結果は岩澤主予想の等式 (1.5) の半分
を示したことに相当する．残りの半分についても，Skinner–Urbanにより研究が進んでいるとのこと
である．
1.3 可換な岩澤主予想についてのまとめ
可換な岩澤理論には他にも多様な一般化の方向があり，各々について様々な結果が得られている．

いずれにおいても可換な岩澤主予想は次の形で与えられるのが基本である：

CharΛ(考察する代数的対象) = (p進 zeta関数) · Λ

代数側 解析側

(Λは考察するGalois拡大に伴うGalois群の (岩澤) 群環)．
非可換岩澤理論とは，1.1, 1.2において円分 p進拡大という可換 p進Galois拡大に対して考察され

てきた内容を，より一般の可換とは限らない p進拡大に一般化して研究を行う理論である．

2 非可換化へ
1章で述べた定理 1.1.1や予想 1.2.1に相当する理論を，より一般の p進 Galois拡大体の塔 (Fn)n

で，G = Gal(F∞/F ) (F∞ = ∪n≥1Fn) が非可換の場合にも構築し研究する試みは，Coatesが中心
となって主に 1990年代より始められた．群環 Zp[[G]] が Noether環になる ([ 9 ], 7.25) という理由
で，主に Galois群 Gが p進 Lie群である場合に研究がなされた．円分拡大の岩澤理論でははじめに
ideal類群についての詳細な研究が行われたが，非可換岩澤理論においても当初は主に代数側，すなわ
ち定理 1.1.1や予想 1.2.1における左辺に対応する対象についての研究がなされた．以降，加群とは左
加群を意味することとする．
2.1 代数側
有限次代数体 F とそのより一般の p進Galois拡大 (Fn)n ([Fn : F ] <∞，F1 ⊂ F2 ⊂ · · · )，F∞ =

∪n≥1Fn を考える際，1.1や 1.2に登場した代数側の (1.2) や (1.4) に相当する対象は自然にそれらを
一般化することで定義される．詳細は後に述べるが，ideal類群の場合は例えば F∞/F で分岐する素
点が全て pの上にあるとき，Fnの ideal類群の pベキ部分群AFn を用いて (1.2) と同様に X(F∞) =

Homcont( lim−→n
(AFn(μpn ))

−, (Qp/Zp)(1)) と定める．楕円曲線の場合も (1.4) と同様 X(E/F∞) =

Homcont( lim−→n
Selp(E/Fn), Qp/Zp) と定める．これらは Zp[[G]] = lim←−n

Zp[Gal(Fn/F )] 加群と
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しての構造も自然に持つ．しかし Zp[[G]] の環としての性質や Zp[[G]] 上の加群の構造が複雑である
ために，一般の拡大 (Fn)n においては，円分拡大の場合の特性 ideal (Char) のような，岩澤理論にと
り望ましい設定や不変量を各々の代数的対象に対し得ることは容易ではない．実際 1章でみた円分拡
大の場合は Fn = F (μpn)+(:= F (μpn) ∩R)，や Fn = Q(μpn) (F = Q) の場合に相当するが，これ
らの場合 X(F∞) や X(E/F∞) がねじれ Zp[[G]] 加群であることと，Zp[[G]] が Zp[[Γ]] � Zp[[T ]]

(Γ = Gal(F∞/(F (μp) ∩ F∞))) 上加群として有限型であることを用いて，特性 idealいう不変量を定
義していた．しかし一般の p進拡大ではこの理屈は通らない．
代数側の問題点 ‘CharZp[[G]](X) に相当するもの’ が定義できない (X = X(F∞), X(E/F∞))．

そこで様々な拡大 (Fn)n に対し，Zp[[G]] が Noether環になるという理由で主に G = Gal(F∞/F )

が p進 Lie群の場合に，Zp[[G]] やそれ上の加群 X(F∞), X(E/F∞) の性質の研究や，Zp[[G]] 加群
としての不変量を得るための努力が行われてきた．この分野では Coates，八森，Harris，Howson，越
智，Sujatha，Schneider，Venjakob等 (alphabet順に挙げさせて頂いた) 多くの方々による貢献が
ある．この方面の研究の歴史や困難については，ご自身もこの分野で貢献をしてこられた八森による
優れた解説があるのでそちらをご参照頂きたい ([12])．上の代数側の問題に対する一つの解決の道筋
が，以下の解析側の問題への取り組みを通して得られた．
2.2 解析側
代数側には上に述べたように，円分拡大の場合の特性 idealに相当する不変量を定める等の困難は

あるものの，X(F∞), X(E/F∞) は可換拡大の場合の一般化として自然に定義され，更にこれらは自
然に Zp[[G]] 加群の構造を持つ．よって群環 Zp[[G]] を基に考えるという円分拡大の岩澤理論の枠
組みを維持することはできる．しかし解析側では非可換拡大 F∞/F に対し，円分拡大の場合の一般
化として p進 zeta関数を考察しようにも，そもそもその関数をどこの元とみなせばよいかが明らかで
はないのである．例えば円分拡大の場合と同様に，p進 zeta関数を群環 Zp[[G]] やその局所化の元と
捉えるには次の問題がある．まず G = Gal(F∞/F ) が非可換群であるとき Zp[[G]] やその局所化は
非可換環となるので，円分拡大の場合と同様に，複素 zeta関数の特殊値を p進補間する p進解析関数
を Zp[[G]] やその局所化の元として定義しようとすると，それらは非可換環の元となる．しかし円分
拡大の岩澤理論では，詳細は省くが，代数的対象 X⊕ X′ に対応する p進 zeta関数を ‘Xに対応する
p進 zeta関数と X′ に対応する p進 zeta関数の積’ と定義するとつじつまが合うという事実がある．
例えば楕円曲線の p進 zeta関数の積を考えることでより高次の abel多様体の p進 zeta関数が得られ
る，というようなことである．当然非可換拡大に一般化しても X⊕ X′ = X′ ⊕ X であるが，p進 zeta

関数どうしは掛け合わされる順番によって答えが違う，ということになるとつじつまが合わない．ま
た p進 zeta関数自体は Euler積表示を持つわけではないが，p進 zeta関数と特殊値を通じて関係す
る複素 zeta関数は Euler積表示を持ち，この Euler積は勿論掛け合わせる成分の順番によらないもの
である．‘掛け合わせる順番によらない表示を持つ関数’ の特殊値を p進補間する p進 zeta関数が，掛
け合わせる順番に依存する非可換環の元であることは直感的にも不自然と感じられる．実際 p進 zeta

関数が非可換環の元であるとすると，Euler成分をいくつか除くということに関して，複素 zeta関数
の特殊値とそれを p進補間する p進 zeta関数の関係において矛盾が生じることを理論的に説明する
こともできる．このように p進 zeta関数が，非可換環の元では困るのである．
解析側の問題点 p進 zeta関数がどこの元か不明 (群環 Zp[[G]] の元とみなすと不都合あり)．
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この問題に対処するための参考として，1.1の場合を振り返ってみる．この場合は Fn = F (μpn)+

(:= F (μpn) ∩R), Zp[[G]] = Zp[[Gμp∞ ]]+ に相当する．p進 zeta関数 Lp,F ∈ Q(Zp[[Gμp∞ ]]+) =

Q(Zp[[G]]) は Q(Zp[[Gμp∞ ]]+) = Q(Zp[[G]]) の乗法群 Q(Zp[[G]])× の元であり，この乗法群は
Q(Zp[[G]]) の 1次の代数的K 群 K1(Q(Zp[[G]])) に一致する．環 Rに対し，Rの 1次の代数的K

群は一般には

K1(R) = lim−→n
GLn(R)/[GLn(R), GLn(R)] ([ , ] は交換子群)

で定義される可換群である．K1(R) は GL1(R)/[GL1(R), GL1(R)] = R×/[R×, R×] と一致するこ
とが多く，特に Rが可換半局所環の場合は K1(R) = R× となる (Bass [ 1 ] 等参照)．一般の拡大G

においても適当な Zp[[G]] の局所化をとることができるとすると，そのK1 は当然可換群であり，こ
のK1 の元として p進 zeta関数を捉えることはできないか，というアイデアが Venjakobにより与え
られた ([46])．そこで次にどのような局所化をとるかが問題になる．非可換環Rの場合は，任意の積
閉集合に対し，それによる，可換環の場合と同様の局所化が存在するわけではなく，積閉集合 S のう
ち ‘Ore条件’ と呼ばれる条件を満たすものについてのみ，局所化 RS = {s−1a | a ∈ R, s ∈ S} =
{b t−1 | b ∈ R, t ∈ S} が構成される ([34], §2)．この，Zp[[G]] のよい局所化を考え，K1 群に適用
する，という考え方は，p進 Lie拡大の場合には解析側のみならず代数側の問題に対しても一つの答
えを与えたのである．
2.3 Zp[[G]] の局所化とK1 群，K0 群による問題解決の道筋
F を有限次代数体，Fn/F (n ≥ 1, F1 ⊂ F2 ⊂ · · · ) を有限次 Galois拡大，F∞ = ∪nFn，G =

Gal(F∞/F ) とおく．F∞ は次の条件 (1), (2) を満たすものとする．(1) Gは p進 Lie群，(2) 拡大
F∞/F で分岐する素点は有限個．
上記の条件 (1), (2) の下で，Zp[[G]] の全商環，つまり Zp[[G]] の非零因子全体による局所化

Q(Zp[[G]]) が存在する場合は (例えば Gが pro p群で位数 pの元を持たない場合は，Zp[[G]] には
零因子がなく商斜体がとれる)，Q(Zp[[G]]) が Zp[[G]] の最も標準的な局所化と考えられる．また
局所化の度合いが大きいため K1(Q(Zp[[G]])) は大きく，p進 zeta関数を K1(Q(Zp[[G]])) の元と
して捉えやすいのではないかとも考えられる．しかし K1(Q(Zp[[G]])) には p進 zeta関数が属する
上で欠点がある．1章でみた p進 zeta関数と同様に非可換拡大の場合も，p進 ‘zeta’ 関数であるた
め，様々な Gの表現 G→ GLd(Z̄p) に伴って得られるある種の特殊化写像によって，p進 zeta関
数がこれらの表現に伴う，複素 Artin L関数の特殊値と関係する値を与えること，つまりこれらの
複素 Artin L関数の特殊値を p進補間することで p進 zeta関数が特徴付けられることが望まれる．
しかし K1(Q(Zp[[G]])) は局所化の度合いが激しすぎるため，そのままでは ‘ρに伴う写像による特
殊化’ は定義されない．従って例えば ρ毎に適当な積閉集合 S で，局所化 Zp[[G]]S が可能であり，
かつ p進 zeta関数が K1(Zp[[G]]S) の元とみなすことができるものをとり，K1(Q(Zp[[G]])) の元
である p進 zeta 関数を K1(Zp[[G]]S) の元とみなして ρ により導かれた特殊化 K1(Zp[[G]]S) →
K1(Md(Q̄p)) による p進 zeta関数の像を考える，等という工夫が必要である．しかしこの方法にも，
一般には K1(Zp[[G]]S)→ K1(Q(Zp[[G]])) が単射とは限らないという問題がある．このように p進
zeta関数を K1(Q(Zp[[G]])) の元として捉えるには難点がある．
従って何らかの適切な，ある意味で標準的な Zp[[G]] の局所化が求められる．これを論文 [ 6 ] では
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次のように定めた．まず 2.3冒頭に与えた条件 (1), (2) に加えて，次の (3) も仮定する．(3) F∞は F

の円分Zp拡大 F cycを含む．(円分Zp拡大 F cycとは Gal(F cyc/F ) � Zp かつ [F (μp∞) : F cyc](<

∞) は pと素，を満たす F (μp∞) の唯一の部分体のことである．) この条件の下で局所化を考えてい
く．H = Gal(F∞/F cyc) とおく．ここで ‘標準的Ore集合’ S, S∗ を次のように定義する：

S = {f ∈ Zp[[G]] | Zp[[G]]/Zp[[G]]f は Zp[[H]] 加群として有限生成},

S∗ = ∪n≥1p
nS．S, S∗ は共に積閉集合で，(左右) Ore条件を満たすこと，従って局所化 Zp[[G]]S ,

Zp[[G]]S∗ = Zp[[G]]S [1/p] が定義されることがわかっている ([ 6 ], §2)．Gの表現で，ある nにつ
いて有限商 Gal(Fn/F ) を経由するもの (Artin表現) ρと，円分指標 κの適当な整数ベキとの積の
形に書けるもの κrρ : Zp[[G]] → Md(OM ) ([M : Qp] < ∞) は K1(Zp[[G]]) → K1(Md(OM )) =

K1(OM ) = O×
M を導くが，更にこれは

κrρ : K1(Zp[[G]]S∗) −→M ∪ {∞} (2.1)

に延長される ([ 6 ], §3)．この K1(Zp[[G]]S∗) に p進 zeta関数は属すると予想したのが論文 [ 6 ] の
考えである．
簡単のため Gが位数 pの元を持たないと仮定する．MH(G) を有限生成 S∗ ねじれ Zp[[G]] 加群

(つまり各元がある S∗の元で消される有限生成 Zp[[G]] 加群) の圏とする．すると環の局所化に伴う
K 群の完全系列

· · · −→ K1(Zp[[G]]) −→ K1(Zp[[G]]S∗)
∂G−→ K0(MH(G))

−→ K0(Zp[[G]]) −→ K0(Zp[[G]]S∗) −→ 0
(2.2)

が得られる．ここに K0(Zp[[G]]), K0(Zp[[G]]S∗) は 0次のK 群，K0(MH(G)) は圏 MH(G) の
Grothendieck群である．
Gが位数 pの元を持つときは，MH(G) を少し改良 (cohomologyが S∗ねじれ元からなる Zp[[G]]

上の有限生成射影加群の有界複体の圏にする) し，完全系列 (2.2) における K0(MH(G)) の代わりに
この圏のK0 をとることで，(2.2) と同様の完全系列が得られる．
1章でみた円分拡大の場合の岩澤主予想 1.1.1, 1.2.1をこの枠組みで捉えてみる．1.1でみた円分拡

大の ideal類群の岩澤主予想の場合は，既にみたように，F∞ = F (μp∞)+，Zp[[G]] = Zp[[Gμp∞ ]]+，
1.2の楕円曲線の場合は F = Q，F∞ = Q(μp∞)，Zp[[G]] = Zp[[Gμp∞ ]] である．(これらの場合，G

は位数 pの元を持たない．) これらの場合，上の条件 (1), (2), (3) が成り立つ．そして，Zp[[G]]S∗ =

Q(Zp[[G]]), MH(G) は有限生成ねじれ Zp[[G]] 加群の圏，となる．従って岩澤主予想 1.1.1, 1.2.1に
おける p進 zeta関数 Lp,F , Lp(E) は K1(Zp[[G]]S∗) の元とみなすことができる．また岩澤主予想
1.1.1, 1.2.1における代数的対象 X(F (μp∞))+, X(E/Q(μp∞)) はMH(G) に属する．更に ∂Gは f ∈
K1(Zp[[G]]S∗) = Q(Zp[[G]])× について ∂G(f) = [Zp[[G]]/(f)] ( [ ] は K0(MH(G)) における類)

を満たす．また 1.1でみたように，これらの場合のように Zp[[G]] が Zp[[Γ]] � Zp[[T ]] の有限個の直
積であるときは，有限生成ねじれ Zp[[G]] 加群，つまり MH(G) の対象M はある ⊕m

i=1Zp[[G]]/(fi)

(fiは Zp[[G]] の非零因子，m <∞) と Zp[[G]] 加群として有限の核，余核の差を除いて同型である
ことが知られているが，K0(MH(G)) において [M ] = [Zp[[G]]/(

∏m
i=1 fi)] が成立する．以上により
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定理 1.1.1 (岩澤主予想) は完全系列 (2.2) を用いて

∂G(Lp,F ) = [X(F (μp∞))+]− [Zp]

と表すことができるのである．また岩澤主予想 1.2.1は完全系列 (2.2) を用いて

∂G(Lp(E)) = [X(E/Q(μp∞))]

と表される．
完全系列 (2.2) を用いて非可換拡大の場合も岩澤主予想を定式化しようというのが [ 6 ] の考えであ

る．このように局所化 Zp[[G]]S∗ を考えることで現れた圏 MH(G) (Gが位数 pの元を持つときは，
MH(G) を上で述べたように改良した圏) により，代数側に生じた ‘X(F∞) や X(E/F∞) の Zp[[G]]

加群としての構造をどのように捉えるか’，という問題に K0(MH(G)) (Gが位数 pの元を持つとき
は，MH(G) を改良した圏のK0) における類を考える，という一つの道筋が示されもしたのである．
2.4 ideal類群の非可換岩澤主予想
上記 2.3の考え方に基づいた ideal類群の非可換岩澤主予想の定式化について述べる．Fn/F (n ≥

1, F1 ⊂ F2 ⊂ · · · ) を有限次 Galois拡大，F∞ = ∪n≥1Fn とし，次の (1)–(4) が満たされていると
する．(1) G = Gal(F∞/F ) は p進 Lie群，(2) F∞/F で分岐する F の素点は有限個，(3) F∞ ⊃
Q(μp∞)+(:= Q(μp∞)∩R)，(4) F∞は総実．ここでΣを F∞/F で分岐する F の素点全体からなる
有限集合とし，M∞を Σに属さない全ての素点上不分岐な F∞の最大可換 pro-p拡大とする．そして

X(F∞) = Gal(M∞/F∞) (2.3)

とする．Σ = {v | v|p} のとき，(2.3) は Homcont( lim−→n
(AFn

)−, (Qp/Zp)(1)) に一致する．1.1は
Fn = F (μpn)+ の場合に相当するが，このとき Σ = {v | v|p} となるので，(2.3) は (1.2) X(F (μp∞))+

の一般化である．
1.1で述べた円分拡大の場合の ideal類群の岩澤主予想を，上の条件を満たす拡大に対して一般化す

る予想について述べる ([10], [26])．簡単のためGが位数 pの元を持たない場合に述べる．
予想 2.4.1 Gは位数 pの元を持たないとする．
(1) (p 進 zeta関数の存在) ある ξF∞/F ∈ K1(Zp[[G]]S∗) で次の条件を満たすものが存在する．

任意の偶数 r > 0 について円分指標の r 乗 κr : G = Gal(F∞/F ) � Gal(F (μp∞)+/F )→ Z×
p と

Artin表現 ρ : G � Gal(Fn/F )→ GLd(OM ) に対し，(2.1) による ξF∞/F ∈ K1(Zp[[G]]S∗) の像
ξF∞/F (κ

rρ) ∈M ∪ {∞} が

ξF∞/F (κ
rρ) = LΣ(1− r, Fn/F, ρ)

を満たす．ここに LΣ(s, Fn/F, ρ) は複素 Artin L関数から Σに属する Euler成分を除いて得られ
る関数である．
(2) X(F∞) ∈ MH(G)．
(3) (岩澤主予想) 完全系列 (2.2) により与えられる写像 ∂G により，

∂G(ξF∞/F ) = [X(F∞)]− [Zp]

が成り立つ．
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Gが位数 pの元を持つ場合は，予想 2.4.1において MH(G) を ((2.2) の改良の仕方についてのと
ころで述べたものに) 取りかえ，その変更に伴って生じる変更を完全系列 (2.2) に施す以外は，予想
2.4.1と全く同じ形の予想が与えられる．
Ritter–Weissが予想 2.4.1とは少し違う形の予想を，F∞ が F の円分 Zp 拡大 F cyc の有限次拡大

である場合にやはり代数的K 群を用いて独立にたてている ([43])．
加藤 ([26]) は p進 Heisenberg群 H と可換 p進 Lie群N の直積 H ×N の商群として与えられる

Gに対して，ある条件の下，予想 2.4.1 (Gが位数 pの元を持つ場合は，予想 2.4.1を上で述べたよう
に改良した予想) の成立を証明した．証明の方針は，様々な総実代数体の可換な岩澤主予想に帰着す
る，というものである．より具体的には次の通りである．Gの部分群の様々な組 (U, V ) で，U がG

の，V がH の開部分群，更に V は U の正規部分群で U/V が可換群になる，という条件を満たすも
のを考える．このとき，U , V に対応するGalois拡大 F∞/F の中間体を各々 FU , FV とおくと，FU

は有限次総実体であり，可換Galois拡大 FV /FU に対しては，岩澤主予想がWilesの定理 1.1.1 (を
少し一般化した結果) として成り立っている．予想 2.4.1を，この (FV /FU )(U,V ) の可換な岩澤主予
想に帰着するのである．但し非可換の場合の主予想 2.4.1を証明するには，個々の可換拡大 FV /FU

に対し与えられた p進 zeta関数達の間に合同式が成り立つことを示さなくてはならない．この点が非
可換拡大の場合に生じた新たな問題である．この合同式を Hilbert保型形式を用いて証明するのが加
藤の方法である．その後，加藤の方法を用いてより一般の Gに対しKakde ([21]) が，また原 ([14]，
論文 [13] の一般化) も同様の方法である種の Gに対して予想 2.4.1 (Gが位数 pの元を持つ場合は，
予想 2.4.1を改良した予想) を示した．またRitter–Weissが上に述べたように F∞が F の円分Zp拡
大 F cyc の有限次拡大である場合に，独立に予想 2.4.1とは少し違う形の予想を立て，それをある場合
に (加藤とは独立に) 証明した ([43], [44])．
上の加藤の結果の証明方針のところでも触れたように，詳細は略すが，ideal類群の非可換岩澤主予

想 2.4.1の意味するところを考察すると，これまでは個々に独立したものとして相互の関係について
考察されることのなかった可換 p進 zeta関数の間に，合同関係の存在することが主張されていること
がわかる．つまり複素 zeta関数の特殊値のうち，これまで合同関係について考察されることのなかっ
たものたちの間に合同関係が存在することが主張されているのである．非可換岩澤主予想から導かれ
るこれらの合同関係が，個々の非可換拡大の場合に具体的にどのようなものであるかを明らかにする
ためには複雑な計算等が必要であり，ポジティブな結果を得るのは容易ではない (例えば [25] のよう
な考察や計算が必要である)．この，様々な非可換拡大における具体的な合同関係を明らかにすること
も，大変興味深い問題である．このように岩澤理論を非可換化することで，‘別々の可換拡大に対する
別々の問題’ として扱われてきた様々な問題を統一的に扱うことや，それら ‘別々の問題’ の間の関係
についての考察を通して現れる問題等，新たな研究の広がり，発展の方向が提示される．また，栗原
将人氏が指摘して下さったことだが，非可換岩澤主予想が ideal類群について，具体的にどのような
ことを主張しているのかを考えることも興味深い大切な問題であると思われる．
2.5 楕円曲線の非可換岩澤主予想
2.3の考え方に基づいた楕円曲線の場合の非可換岩澤主予想の定式化を述べる．[10] にあるように，

より一般の拡大 (Fn)n について考察することもできるが，一般の場合の予想は少々複雑なため，こ
こでは [ 6 ], §5で扱われている次の場合についてのみ述べることとする．p ≥ 5 とし，E/Q を pで
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good ordinary reductionを持つ楕円曲線，そして F = Q, Fn = Q(Epn) (Epn = Ker (pn : E →
E), n ≥ 1) とする．E が虚数乗法を持たないときは，Serre ([45]) により，Gは GL2(Zp) の開部分
群に同型な大きな非可換群であることが知られている．一方 E が虚数乗法を持つときはGは可換な
開部分群 (� Z2

p) を持ち，Gの非可換の度合いは虚数乗法を持たない場合に比べて小さい．いずれの
場合もWeil pairingの理論により F∞ ⊃ Q(μp∞) が成り立つ．よって 2.3にある条件 (1)–(3) が満
たされており，局所化 Zp[[G]]S∗ が 2.3にある通り定義される．ここで

X(E/F∞) = Homcont( lim−→n
Selp(E/Fn), Qp/Zp)

とおく．
上記の非可換拡大の場合の楕円曲線の岩澤主予想を，簡単のため次の条件の下で述べる (一般の場
合は Zp[[G]] の係数 Zp の拡大等が必要で少し複雑な形となる．詳細は [ 6 ], §5にある)：
(*) F∞ に含まれる，pが分岐しないQの最大可換拡大はQ自身である．

例えば G � GL2(Zp) となるときはこの条件が満たされる．この場合，楕円曲線の岩澤主予想が次の
ように与えられる．
予想 2.5.1 上記 (*) を仮定する．
(1) (p進 zeta関数の存在) ある LE/F∞ ∈ K1(Zp[[G]]S∗) で次の条件を満たすものが存在する．

Artin表現 ρ : G→ GLd(OM ) に対し，(2.1) による LE/F∞ ∈ K1(Zp[[G]]S∗) の像 LE/F∞(ρ) ∈
M ∪ {∞} が

LE/F∞(ρ) = LΣ(E, ρ, 1) ·A

となる．ここに Σは pと，E が bad reductionを持つQ上の全素点からなる集合，LΣ(E, ρ, s) は E

の ρでひねられた複素 L関数から Σに属する Euler成分を除いて得られる関数である．更に Aは E

の周期や ρの局所定数 (ε成分) 等からなるある値である ([ 6 ], Conjecture 5.7参照)．
(2) X(E/F∞) ∈ MH(G)．
(3) (岩澤主予想) 完全系列 (2.2) により与えられる写像 ∂G により，

∂G(LE/F∞) = [X(E/F∞)]

が成り立つ．
上の (2) についてはいくつかの例等で成り立つことが示されている ([ 6 ] 参照)．(1) について，楕

円曲線 E が虚数乗法を持つときは p進 zeta関数の存在が，虚 2次体に伴う 2変数 p進 L関数の存在
([ 7 ], [27], [49] 等参照) より導かれる．虚数乗法を持たない場合は，Fn = Q(Epn) の場合のみなら
ず，2.3にある条件を満たすどのような非可換拡大Gに対しても p進 zeta関数の存在はわかっていな
い．更にこの場合，(3) についても知られていない．
2.6 最後に
上で述べてきた非可換岩澤主予想はより一般のmotive (と 2.3より一般の Galois拡大) に対して

も，motiveが ‘pで ordinary’ という条件を満たすとき，定式化することができる ([10])．このmotive

の岩澤主予想は (可換の場合も非可換の場合も)，motiveの玉河数予想 (可換拡大の場合は [ 2 ], [11],

[22], [23], [39], [40] 等，非可換拡大の場合は [ 3 ], [ 4 ] やこれらの設定の拡張 [16] 等) と呼ばれる，
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やはり代数的対象と zeta関数 (L関数) の値との関係を論じる，数論において非常に重要な予想と
compatibleである．これに対し楕円曲線が ‘pで supersingular’ となる場合等，‘pで ordinary’ とい
う条件が満たされない場合は，非可換岩澤主予想の定式化は未だ得られていない．可換拡大の場合，p

で supersingularな楕円曲線の岩澤理論，岩澤主予想は栗原 ([30])，Pollack ([41])，小林 ([28]) 等に
より研究され，(1.6) と同様の結果が得られている．
また可換岩澤理論の場合，1章で考察した特性 idealを知ることは勿論非常に重要であるが，特性

idealのみからは考察している有限生成ねじれ Zp[[G]] 加群の (有限の核，余核のずれを除いた) 構造
を知ることはできない．この構造をこめて岩澤主予想を定式化し，その証明をするという結果が近年
栗原 ([33]，考え方は [31] や [32] からも伺われる) によって得られている．
supersingularの場合を考察することや，上記の栗原の結果を一般化すること等，非可換岩澤理論に

は今後取り組むべき興味深い問題が豊富にある．
紙数の関係および著者の非力により，いろいろな方々の優れた御貢献の中にも紹介することのでき
なかったものがあることをお詫び申し上げます．
原稿に対するレフェリーの様々な御指摘に感謝致します．
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(2004), 117–290.

[25] K. Kato, K1 of some non-commutative com-

pleted group rings, K-Theory, 34 (2005), 99–140.

[26] K. Kato, Iwasawa theory of totally real fields

for Galois extensions of Heisenberg type, preprint,

2006.

[27] N. M. Katz, p-adic interpolation of real an-

alytic Eisenstein series, Ann. of Math. (2), 104

(1976), 459–571.

[28] S. Kobayashi, Iwasawa theory for elliptic

curves at supersingular primes, Invent. Math., 152

(2003), 1–36.

[29] T. Kubota and H.-W. Leopoldt, Eine p-

adische Theorie der Zetawerte. I, Einführung der
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追記 本原稿提出後であるごく最近 (2010年)，Kakdeと Ritter–Weissの各々により，‘μ = 0’ と
いう条件が成り立つときに総実代数体の非可換岩澤主予想 (予想 2.4.1) の証明を与えた preprintが出
されました．
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